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Kedves Kolléga!

Az emelt szintű matematika érettségi szóbeli vizsgáján egy-egy felelet időtartama maximum 20 perc.

A felelet értékelése:

· a definíció pontos megfogalmazása……………………..5 pont
Ha több definíciót is elmond, akkor a definícióra

adható 5 ponttal a legjobbat kell értékelni.

· a tétel kimondása és a bizonyítás kifejtése……………..10 pont
A tétel kimondása 3 pont, a bizonyítás 7 pont.

· a feladat megoldásának ismertetése……………………10 pont

Ha a feladatot csak a vizsgáztató segítségével 


tudja megoldani, akkor maximum 7 pont adható.

· a lehetséges alkalmazásokra való utalások………………5 pont


Egy alkalmazás megemlítése 1-2 pont. A kifejtés 


részletességétől függően adható a további 3 pont.

· a felelet logikus felépítése, az előadás szabatossága,

a tanuló matematikai kommunikációs készsége…………5 pont.


Logikus felépítés maximum 2 pont.


Szabatosság maximum 2 pont.


Kommunikációs készség maximum 1 pont.


Ez utóbbi 1 pont akkor is jár, ha a diák önálló 


felelete után nem volt szükség kérdésre.

A szóbeli érettségin a feleletre maximum 35 pont adható.

A felelőnek nem kell a tétellapon felsorolt témák, definíciók, tételek mindegyikét beépítenie a feleletébe, és természetesen a felsoroltakon kívül más fogalmakról, definíciókról és tételekről is beszélhet. A vizsgázónak egy logikus gondolatmenet szerint felépített kiselőadást kell produkálnia az adott kötöttségek mellett. Ha a diák nem követ el súlyos, a feleletét félrevivő hibát, akkor hagyjuk végigmondani a feleletet, s csak utána kérdezzünk rá a feltétlenül szükséges kiigazításokra, vagy az előadás felépítése szerint kihagyhatatlan, de homályban maradt kérdésekre.

1. Halmazok, halmazműveletek

Alapfogalmak, halmazműveletek, számosság, számhalmazok, nevezetes pont​halmazok és metszetük (kör, parabola, szakaszfelező merőleges, szögfelező stb.)

Definíció például: részhalmaz, egyesítés, metszet, különbség, kommutativitás, asszociativitás, véges halmaz, megszámlálhatóan végtelen számosság.

Bizonyítandó tétel például: a háromszög köré, illetve beírt körének középpontja.

Feladat

Egy matematikaversenyen két feladatot tűztek ki. Az első feladatot az indulók 70%-a,
a másodikat pedig az indulók 60%-a oldotta meg. Minden induló megoldott legalább egy feladatot, és kilencen mindkét feladatot megoldották. Hányan indultak a versenyen?

Alkalmazások
A feladat megoldása:

Legyen A az első és B a második feladatot megoldók halmaza, x az indulók száma. Ekkor 
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, tehát x = 0,7x + 0,6x – 9 


x = 30


Tehát 30 induló volt. 

Alkalmazások például: egyenlőtlenségrendszerek megoldása, szerkesztési feladatok.

2. Számelmélet, oszthatóság

Osztó, többszörös, prím, relatív prím, legnagyobb közös osztó, legkisebb közös többszörös, oszthatósági szabályok (2, 3, 4, 5, 6, 8, 9), számelmélet alaptétele, számrendszerek.

Definíció például: osztó, legnagyobb közös osztó, legkisebb közös többszörös, relatív prím.

Bizonyítandó tétel például: 
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 irracionális szám, végtelen sok prímszám van, a 3-mal való oszthatóság feltétele,  a – b osztója (a3 – b3)-nek.

Feladat

Az N
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 alakú számban a különböző betűk különböző számjegyeket jelentenek. Tudjuk, hogy 15(N és a ( c = 11. Határozza meg az összes ilyen számot!

Alkalmazások

A feladat megoldása:

a, b, c ( (0; 1; 2;…; 9(; a ( 0.

N akkor és csak akkor osztható 15-tel, ha 3-mal és 5-tel is osztható, mivel (3 ; 5) = 1. Az 5-tel való oszthatósághoz az kell, hogy a = 0 vagy a = 5 legyen. De a ≠ 0, tehát a = 5 és így c = 6.

Három számjegy összege: 2a + c = 16, így a 3-mal való oszthatóság szabálya szerint a b értéke 2; 5; 8 lehet. A b ≠ a feltétel miatt b csak 2 vagy 8 lehet. Tehát N = 5265 vagy 5865.

Alkalmazások: közös nevezőre hozás, pitagoraszi számhármasok, kettes, tizenhatos számrendszer a számítástechnikában.

3. Hatványozás

Pozitív egész, negatív egész kitevőjű hatvány és törtkitevőjű hatvány, normálalak, azonosságok, permanenciaelv, a hatványozás inverz műveletei, exponenciális függvény.

Definíció például: nulla kitevő értelmezése, törtkitevő értelmezése, exponenciális függvény.

Bizonyítandó tétel például: valamelyik azonosság bizonyítása (hatványozás, logaritmus).

Feladat

Határozza meg a következő egyenlet igazsághalmazát, ha x valós szám!
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Alkalmazások

A feladat megoldása:
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Alkalmazások: sorozatok, pénzügyi számítások, számolások kémiában és fizikában.

4. Másodfokú függvények, egyenletek, egyenlőtlenségek

A másodfokú függvény és jellemzése. Megoldóképlet, diszkrimináns, Viète-formulák (gyökök és együtthatók közötti összefüggések), gyöktényezős alak, másodfokúra visszavezethető egyenletek, egyenlőtlenségek algebrai illetve grafikus megoldása.

Definíció például: másodfokú egyenlet, diszkrimináns, függvény fogalma, zérushely.

Bizonyítandó tétel például: megoldóképlet, Viète-formulák.

Feladat

Egy üzemben az összköltség alakulását a 
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 függvény írja le, ahol x az előállított termékek számát jelenti (x > 10). Az árbevételt a 
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 függvény írja le.

a, Legfeljebb hány termék esetén lesz a termelés nyereséges?

b, Hány terméket kell előállítani, hogy a nyereség maximális legyen?

Alkalmazások

A feladat megoldása:

a,   
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Nyereség: 
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Az egyenlőtlenség megoldása: 15 < x < 40

Tehát legfeljebb 39 termék esetén lesz a termelés nyereséges.

b,     
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Tehát vagy 27-et vagy 28-at.

Alkalmazások: szöveges feladatok, szélsőérték feladatok, kifejezések értelmezési tartományának vizsgálata, fizikai folyamatok leírása, pl. gyorsuló mozgás.

5. Egybevágóság

Síkbeli egybevágósági transzformációk, két alakzat egybevágósága, háromszögek egybevágósági alapesetei, sokszögek egybevágósága, alakzatok szimmetriái.

Definíció például: valamelyik távolságtartó transzformáció.

Bizonyítandó tétel például: Pitagorasz tétel.

Feladat

Egy síkság két faluja, Alvég és Felvég között egy folyó folyik. Tervezze meg a két falu között a legrövidebb utat, híddal együtt! (A hídnak merőlegesnek kell lennie a partra.)

[image: image16.png]folya




Alkalmazások

A feladat megoldása:
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TPFF’ paralelogramma, így ATPF töröttvonal hossza = ATF’F töröttvonal hosszával.

ATF’ akkor a legrövidebb, ha T illeszkedik az AF’ szakaszra.

Alkalmazások: szimmetria a művészetekben (képzőművészet, zene stb.), a műszaki életben, a geometriai bizonyításokban.

6. Hasonlósági transzformációk

Középpontos hasonlóság, hasonlósági transzformációk, alakzatok hasonlósága, háromszögek hasonlóságának alapesetei, magasság- és befogótétel, a háromszög súlypontja, hasonló síkidomok területének és hasonló testek térfogatának az aránya.

Definíció például: középpontos hasonlóság, hasonlósági transzformációk.

Bizonyítandó tétel például: befogótétel.

Feladat

Az ábrán látható egyenlő szárú háromszög szárainak harmadolópontja P és Q. A rajtuk áthaladó egyenes az alap egyenesét K-ban metszi. Határozza meg a 
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Alkalmazások

A feladat megoldása:

[image: image20.png]



AC másik harmadolópontja R. RQC( ( ABC(, a hasonlóság aránya: 1 : 3 és RQP( ( AKP(, ezért KA = RQ = 
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Mivel KB = KA + AB = 
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Alkalmazások: térkép, műszaki rajz, geometriai tételek igazolása, szakasz adott arányú felosztása, geometriai optika, piktogramok.

7. Összefüggések a háromszög oldalai és szögei között

Háromszög-egyenlőtlenség, belső szögösszeg, külső szögösszeg, a = b ( ( =(, a > b ( ( > (, Pitagorasz-tétel, hegyesszögek szögfüggvényei, szinusztétel, koszinusztétel.

Definíció például: külső szög, hegyesszögek szögfüggvényei.

Bizonyítandó tétel például: Pitagorasz-tétel, szinusztétel, koszinusztétel.

Feladat

Egy hegy csúcsát a vízszintes terep egy pontjából (, majd d m-t távolodva ( emelkedési szögben látjuk. Milyen magas a hegy? Mekkora e magasság, ha d = 200 m, ( = 42(, ( = 33(?

Alkalmazások

A feladat megoldása:
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A vízszintes terep két megfelelő pontja  A és B, a hegy csúcsa D, a hegy magassága DT = m. Legyen AT = c és AB = d. ATD és BTD háromszögek derékszögűek, ezért 

m = c tg( =(c+d) tg(. Ebből 
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Alkalmazások: geometriai számítások (mérések, számítások a terepen) fizikában: erők felbontása, eredő erő számítása.

8. Nevezetes vonalak és pontok a háromszögben

Oldalfelező merőleges, szögfelező, magasság, súlyvonal, középvonal, köré írható kör középpontja, beírható kör középpontja, magasságpont, súlypont.

Definíció például: magasság, súlyvonal.

Bizonyítandó tétel például: magasságpont létezése.

Feladat

Egyenlő oldalú háromszög egyik szára 13 cm, alapja 24 cm. Számítsa ki a háromszög súlypontjának a háromszög köré írható kör középpontjától való távolságát!

Alkalmazások

A feladat megoldása:




A háromszög magassága: m2 = 132 – 122

m = 5 cm.

A sugár számítása: R2 = (R – 5)2 + 122

R = 16,9 cm

SK távolság: 
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Alkalmazások: háromszöglemez súlypontja, geometriai bizonyítások, számítások.

[image: image27.wmf]

9. Négyszögek

Négyszögek osztályozása, speciális négyszögek definíciói, a paralelogramma ekvivalens definíciói, speciális négyszögekre vonatkozó tételek, négyszögek területe.

Definíció például: trapéz, érintőnégyszög.

Bizonyítandó tétel például: húrnégyszög tétel, érintőnégyszög tétel.

Feladat

Mekkora a tengelyesen szimmetrikus érintőtrapéz párhuzamos oldalainak aránya, ha a beírt kör érintési pontjai által meghatározott deltoid egyik átlója harmadolja a másik átlót?

Alkalmazások

A feladat megoldása:
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Külső pontból (A-ból, illetve D-ből) a körhöz húzott érintőszakaszok egyenlők, ezért 
[image: image29.wmf].
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 A feltétel szerint T harmadolja EG-t, így TG : TE = 1 : 2. 

A PUD és AVD hasonló háromszögekből:
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Ezt rendezve: 
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Alkalmazások: hétköznapi tárgyak szimmetriái (sárkányrepülő deltoidja, árok – trapéz keresztmetszete)

10. A kör 

A kör és részei, középponti szög, ív, körcikk területe, szögmérés, kerületi és középponti szögek, látókör, Thalész tétel, a kör érintői, a kör egyenlete, a kör és a másodfokú kétismeretlenes egyenlet, kör és egyenes, illetve két kör kölcsönös helyzete.

Definíció például: kör, középponti szög, radián, körszelet, érintő, polinom fokszáma

Bizonyítandó tétel például: kerületi és középponti szögek tétele, kör egyenlete, kapcsolata a másodfokú egyenlettel.

Feladat

Határozza meg a és b értékét úgy, hogy az x
[image: image32.wmf]2
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+ ax + b y= 0 egyenletű kör átmenjen az
(1 ; -2) és a (-2 ; 1) pontokon! Írja fel a kör origóra illeszkedő érintőjének egyenletét!

Alkalmazások
A feladat megoldása:

Az adott két pont kielégíti a kör egyenletét. Így

1. 
5 + a - 2b = 0;

2. 
5 – 2a + b = 0 egyenletrendszerhez jutunk. Ennek megoldása: a = 5, b = 5.

Így a kör egyenlete: 
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Teljes négyzetté alakítás után: 
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Ebből a kör középpontja C (–2,5 ; –2,5).

Az origón átmenő érintő egyenlete: y = –x

Alkalmazások: Húrnégyszögek, érintőnégyszögek, szögmérés, látókör (focipálya, színházi nézőtér), körmozgás.

11. Szög- és ívmérték, trigonometrikus függvények

A középponti szög és a körív aránya, radián, fok, szögfüggvények definíciója (forgásszög), grafikonja, transzformációi, szögfüggvények közötti összefüggések.

Definíció például: ívmérték, szögfüggvények.

Bizonyítandó tétel például: szögfüggvények közötti valamelyik összefüggés: 

sin
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Feladat

Ábrázolja és jellemezze a valós számok halmazán értelmezett x
[image: image39.wmf]a

2sin(x – () – 1 függvényt!

Alkalmazások

A feladat megoldása:
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Értelmezési tartomány: R;

Értékkészlet: (-3 ; 1(;

Korlátos;

Szélsőérték: minimuma: –3, maximuma: 1;


 minimum hely: 
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Zérushely:   
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Alkalmazások: fizikában a rezgőmozgás, a körmozgás leírása; trigonometrikus egyenletek, egyenlőtlenségek grafikus megoldása.

12. Szögfüggvények és alkalmazásuk a geometriában

A szögfüggvények definíciói, a szögfüggvények közötti összefüggések, szinusztétel, koszinusztétel, nevezetes szögek szögfüggvényei.

Definíció például: valamelyik szögfüggvény.

Bizonyítandó tétel például: szinusztétel, koszinusztétel.

Feladat
Egy háromszög oldalai 13, 20 és 21 cm hosszúak. Mekkora a 20 cm-es oldalhoz tartozó súlyvonal hossza?

Alkalmazások

A feladat megoldása: 
A koszinusz tételt felírva az ABC háromszögre: 
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,

0

21

20

2

13

20

21

cos

2

2

2

=

×

×

-

+

=

a


(α = 36,87°)

A koszinusz tételt felírva az AFC háromszögre: 
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Alkalmazások: geometriai számítások pl. 
[image: image48.wmf]2
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, földmérés (hátrametszés), csillagászat, fizikában: lejtős feladatok, körmozgás.

13. Forgásszögek szögfüggvényei, trigonometrikus egyenletek, trigono​metrikus egyenlőtlenségek

Szögfüggvények általános értelmezése, összefüggések a szögfüggvények között, pótszög, illetve kiegészítő szög szögfüggvényei, pitagoraszi összefüggés, addíciós tételek, kétszeres szögek, egyenletek, egyenlőtlenségek.

Definíció például: szögfüggvények definíciói.

Bizonyítandó tétel például: pitagoraszi összefüggés.

Feladat

Igazolja, hogy ha egy háromszög szögeire 
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, akkor a háromszög szabályos.

Alkalmazások

A feladat megoldása:
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, ezt az átalakítást a többi szögre is elvégezve kapjuk: 
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. 
A tg függvény periódusa (, és 0 ( (; (; (( ( ezért az egyenlőség akkor és csak akkor állhat fenn, ha ( ( ( ( (, tehát a háromszög szabályos.

Alkalmazások: háromszög adatainak kiszámítása, fizika: rezgőmozgás, hullámmozgás leírása, váltakozó feszültség és áram.

.

14. Vektorok a koordináta-geometriában
Helyvektor, vektor koordinátái, vektor abszolút értéke, műveletek koordinátákkal adott vektorokkal, szakasz felezőpontjának, harmadolópontjának koordinátái, a háromszög súlypontjának koordinátái, vektor 90(-os elforgatottja, vektorok hajlásszöge.

Definíció például: helyvektor, vektorműveletek, lineáris kombináció, bázis.

Bizonyítandó tétel például: felezőpont koordinátái, vektor abszolutértékének kiszámítása, vektor 90(-os elforgatottjának koordinátái, a b = 0 ( ( = 90(.

Feladat

Egy háromszög két csúcspontjának koordinátái A(3 ; 2) és B(5 ; –3). A harmadik csúcsnál lévő szöget az abszcisszatengely felezi. Határozza meg a harmadik csúcspont koordinátáit!

Alkalmazások
A feladat megoldása: 
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A(3 ; 2), ezért az x tengelyre vonatkozó tükörképe: A’(3 ; –2)
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Az A’B egyenes egyenlete: x + 2y = –1

Az x tengellyel való metszéspontja: y = 0 ; x = –1, így C(–1 ; 0)

Alkalmazások: egyenes egyenletének levezetése, szögfüggvények értelmezése, földrajzi koordináták, fizikában: 
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15. Ponthalmazok jellemzése a koordinátageometriában

Alakzatok egyenlete, az egyenes megadásának módjai, irányvektor, normálvektor, meredekség, egyenesek párhuzamosságának, merőlegességének feltétele, kör, parabola, kapcsolatuk a kétismeretlenes másodfokú egyenlettel, egyenlőtlenségekkel jellemzett ponthalmazok.

Definíció például: alakzat egyenlete, normálvektor, parabola definíciója, kör definíciója.

Bizonyítandó tétel például: valamelyik alakzat egyenletének levezetése.

Feladat

Hol helyezkednek el a derékszögű koordináta-rendszerben azok a pontok, amelyek koordinátái eleget tesznek a következő feltételeknek?

a, (x(+(y(=1;


b, (x(+(y(=0.

Alkalmazások

A feladat megoldása:

a,
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Ezek egy négyzet oldalainak pontjait határozzák meg, amelynek csúcsai: 

(1 ; 0), (0 ; 1), (-1 ; 0), (0 ; -1).

[image: image56.png]x





b,

Mivel egy szám abszolútértéke nemnegatív szám, ezért az egyenlet bal oldalán két nemnegatív szám összege áll, ami csak akkor lehet nulla, ha mindkét tag nulla. Tehát az egyenletet csak az origó koordinátái elégítik ki.

Alkalmazások: számítógépes grafika, egyenlőtlenségek megoldása.
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